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Resumo
Nesse trabalho estudamos um sistema de GaAs/In0.27Ga0.73As/Al0.3Ga0.7As, inten-
cionalmente dopado com material do tipo-n, em que ocorre a transferência de elétrons,
provenientes da dopagem, para o poço quântico de In0.27Ga0.73As, formando um gás de
elétrons bidimensional no poço. A seguir o efeito da introdução de pontos quânticos auto-
organizados de InAs na estrutura foi analisado. Nossos resultados mostram uma pequena
mudança no perfil de potencial da estrutura. O que ocorre após a introdução dos pontos
quânticos é, basicamente, uma redistribuição dos elétrons, que agora passam a ocupar o
poço quântico e o ponto quântico.
Estudamos também as propriedades ópticas, espectros de absorção e emissão, de pon-
tos quânticos acoplados com gás de portadores. Para isso foi necessário estabelecer um
método na qual discretizamos o contínuo de níveis energéticos do gás de portadores (elé-
trons), o método através da cadeia de Wilson foi o utilizado nos cálculos, embora outros
dois métodos também tenham sido mostrados.
Introduzimos, por fim, um íon de manganês no centro do ponto quântico e calculamos
espectros de emissão desse sistema com os níveis do gás elétrons discretizados através da
cadeia de Wilson.
Abstract
In this work, we study aGaAs/In0.27Ga0.73As/Al0.3Ga0.7As system intentionally doped
n-type material, which occurs a transfer of electrons from the doping into In0.27Ga0.73As
quantum well, forming a two-dimensional electron gas in the well. Next, the effect of in-
troducing self-assembled InAs quantum dots in the structure was analyzed. Our results
show little change in potential profile of the structure. What happens after the intro-
duction of quantum dots is basically a redistribution of electrons, that now occupy the
quantum well and quantum dot.
We also studied the optical properties, absorption and emission, of quantum dots
coupled with carrier gas. This required establishing a method in which discretize the
continuous energy levels of the carrier gas (electrons), the method by Wilson chain was
used in the calculations, although other two methods also have been shown.
Introduced, finally, a manganese ion in the center of the quantum dot, and we calcu-
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Nanociência e nanotecnologia é provavelmente o campo mais dinâmico e interdisci-
plinar de pesquisa e desenvolvimento nos dias de hoje. Esse campo é impulsionado pelo
rápido progresso em direção a escala nanométrica na indústria de semicondutores. Essa
noção de "nano"está presente no nosso dia a dia, desde de mp3 portáteis, telefones celu-
lares,computadores a carros.
Esta alta classificação da nanociência não é infundada. A escala nano é uma distinta
escala de comprimento, onde uma abordagem de cima para baixo na pesquisa de semicon-
dutores e engenharia e uma abordagem de baixo para cima de química, biologia e física
molecular se mesclam. Além disso, a escala nano representa a fronteira da miniaturização
limitada pelo caráter atômico da matéria. Finalmente, na escala nano muitos dos sistemas
possuem as leis da física dominadas pela mecânica quântica. Em consequência, a ciência
nano permite adaptar os sistemas físicos para estudar fenômenos quânticos particulares
ou mesmo para projetar sistemas nanoscópicos afim de explorar as suas características
para dispositivos quânticos.
Pontos quânticos auto-organizados representam sistemas nanoscópicos de uma forma
abrangente. Eles estão localizados bem na interface entre a física do estado sólido e a
óptica atômica. Sendo representantes da abordagem de baixo para cima, eles são formado
por uma auto organização de átomos na superfície. No entanto, eles podem ser incorpo-
rados em dispositivos de estado sólido, como heteroestruturas semicondutoras. Embora
o crescimento auto-organizado de pontos quânticos leva a uma distribuição estatística de
tamanhos e composições do material, o crescimento epitaxial molecular de heteroestru-
turas permite projetar dispositivos com precisão atômica [1]. O resultado na escala nano
são objetos de um material semicondutor incorporado em um cristal de outro semicondu-
tor. Dentro dessas ilhas os elétrons podem ser aprisionados. O confinamento espacial dos
elétrons leva a uma quantização da sua energia. O resultado é um dispositivo artificial
que é formado por cerca de alguns milhares de átomos de um cristal de estado sólido com
os elétrons se comportando de uma maneira muito similar dos elétrons na camadas de
um átomo. Por essa razão pontos quânticos são também chamados de átomos artificiais.
Além disso, é possível controlar a quantidade de elétrons no ponto quântico, através da
fabricação da estrutura.
Como em muitas aplicações de sistemas na escala nano, existem também várias apli-
cações para pontos quânticos que utilizam as suas características. Um ponto quântico
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que contém apenas um par elétron-buraco, um éxciton, emite apenas um único fóton sob
a recombinação deste éxciton [2]. Uma vez que éxcitons podem ser injetados, de maneira
individual, em um ponto quântico com um alto grau de controle, esse sistema representa
uma fonte de um único fóton.
Além das aplicações de sistemas nano para novos dispositivos em computação quântica
ou optoeletrônica, pontos quânticos são sistemas promissores para se estudar a física
fundamental. Mecânica quântica, eletrônica e óptica se mesclam na nanociência de uma
forma natural e a fabricação controlada desses dispositivos permitem um design específico
de um sistema quântico para certo experimento. Como por exemplo, um dispositivo de
pontos quânticos auto-organizados pode ser construído para a realização de experiências
ópticas quânticas semelhantes àquelas em átomos [3].
Pontos quânticos podem também agir como uma forma de investigar propriedades de
estado sólido particulares do seu material hospedeiro. Um único elétron aprisionado no
ponto quântico pode ser usado para estudar o acoplamento de spin entre o elétron e os
núcleos do semicondutor. Esse acoplamento é fortemente dependente do estado quântico
do elétron no ponto quântico e da composição dos diferentes materiais do semicondutor.
Além disso, o spin do elétron também pode acoplar a um reservatório de elétron nas
proximidades do ponto quântico. Tal acoplamento pode levar a observação do efeito
Kondo[4].
Nessa dissertação investigamos poços quânticos semicondutores e pontos quânticos. O
poço quântico é obtido através do crescimento de três materiais semicondutores, crescido
na sequência ABC, onde o material B é o material que combinado com o semicondutor
A e C dá origem ao poço quântico. A heteroestrutura possui uma dopagem modulada
que leva a formação de um gás bidimensional de elétrons localizado na camada do poço.
Adicionamos também pontos quânticos nessa estrutura de forma a se ter esses pontos
quânticos acoplados com o gás de portadores, no caso elétrons. Esse estudo é feito no
capítulo 2. No capítulo 3 estudamos as propriedades ópticas de um ponto quântico aco-
plado com gás de portadores, com uma discretização de Wilson para os níveis do gás. E
por fim, no capítulo 4, estudamos as propriedades ópticas de pontos quânticos acoplados
com gás de portadores na presença de um íon de manganês no centro do ponto quântico.
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Capítulo 2
Propriedades Gerais dos Materiais
Semicondutores
2.1 Propriedades Gerais dos Materiais Semiconduto-
res
2.2 Introdução
Uma grande classe de dispositivos eletrônicos e opto-eletrônicos têm como matéria
prima o material semicondutor. Essa aplicação no campo tecnológico faz com que esses
materiais sejam de grande interesse em pesquisas científicas. Os semicondutores são ca-
racterizados por possuírem uma pequena faixa de energia, entre as bandas de valência e
condução, na qual não há estados eletrônicos. Essa região entre as bandas é conhecida
como "gap" de energia. Em geral, esse gap de energia é da ordem de 1 − 2 eV para os
semicondutores mais comuns e ele depende da temperatura.
Os chamados semicondutores intrínsecos são substâncias puras que, a T = 0K, têm
a banda de valência com todos os níveis ocupados e a banda de condução com todos os
níveis desocupados. Entre os mais utilizados destacam-se o silício com Eg = 1, 12 eV [5]
e o germânio com Eg = 0, 67 eV [5] à temperatura ambiente. Como o gap de energia
é relativamente pequeno, perturbações externas, como a temperatura, podem fornecer
energia suficiente para que elétrons da banda de valência possam transpor a faixa proibida,
passando a ocupar a banda de condução. A ausência de elétrons na banda de valência se
comporta como um portador de carga positiva, chamado buraco.
Os semicondutores intrínsecos são pouco utilizados em dispositivos, pois mesmo com
gap da ordem de ≈ 1 eV , a quantidade de elétrons termo-excitados na banda de condução
é muito pequena. A dopagem seletiva controlada resolve esse problema.
Os grandes avanços obtidos até o momento, devem-se em boa parte ao atual estágio de
desenvolvimento tecnológico das técnicas de crescimento de cristais, como MBE, aliadas
com as técnicas de litografia e corrosão química, as quais tornaram possível crescer uma
grande variedade de heteroestruturas semicondutoras, com um excelente controle sobre
a concentração das ligas, o tamanho da camadas, a concentração de impurezas doadoras
e aceitadoras nas ligas, etc. Essas técnicas tornaram possível a obtenção de inúmeras
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ligas semicondutoras, obtidas pela combinação de vários elementos da tabela periódica,
possuindo propriedades elétricas, ópticas, e magnéticas, ajustadas convenientemente pelo
acréscimo de elementos à rede cristalina.
Além do crescimento de ligas, as técnicas de crescimento atuais permitem uma dopa-
gem controlada dos materiais. Durante o crescimento de um cristal, a dopagem é realizada
ao trocarmos um átomo do cristal hospedeiro por um átomo dopante (impureza). Como
consequência, o tipo de portador (elétron ou buraco) dominante vai depender da valência
da impureza adicionada. Esses são os semicondutores extrínsecos. Os semicondutores
dopados têm concentração de portadores que varia pouco com a temperatura e cujo valor
é controlado pela concentração de impurezas no cristal.
Os semicondutores mais conhecidos são os elementos das colunas IV, III-V e II-VI
da tabela periódica, como: SiGe, AlGaAs, CdTe, ZnSe, HgTe, GaAs entre outros[6].
É possível também formar compostos ternários e quaternários a partir dos compostos
binários. Nesse caso, um dos constituintes é substituído em fração controlada por outro
de mesma valência. É importante observar que nas ligas não há acréscimo de portadores,
e as mudanças de interesse ocorrem na estrutura da banda.
Neste trabalho estamos especialmente interessados nos semicondutores III-V.
2.3 Heteroestruturas Semicondutoras
Heteroestruturas são empilhamentos estequiométricos de diferentes materiais semicon-
dutores com estrutura cristalina similar [7]. Como os materiais possuem diferentes gaps
de energia, teremos uma descontinuidade no perfil de energia potencial, isso ocorre sempre
que os semicondutores tenham a mesma estrutura cristalina, permitindo um casamento
das ligações químicas nas interfaces. A figura 2.1 mostra o empilhamento de um material
tipo A sobre B. Uma estrutura de semicondutores capaz de produzir um poço quântico
é construída a partir do "sanduíche"de uma camada fina (espessura L) de um material
semicondutor (denotado por A), entre duas camadas de outro semicondutor B (espessura
L’).
Assume-se que a energia de gap entre a banda de valência e a de condução do poço
A (EgA) seja menor que a da barreira B (EgB > EgA). Com essa diferença de gap das
bandas, a borda da banda de condução e de valência dos materiais A e B não estão
alinhadas. A diferença entre as bordas é chamado de "offset" da banda. O offset da
banda produz o potencial capaz de confinar os portadores em somente uma camada. O
controle e entendimento desse offset da banda é crucial para a fabricação de dispositivos
de confinamento.
Um exemplo bem comum de um poço quântico é a estrutura com um semicondutor
de GaAs(=A) e GaAlAs (=B). Resultados experimentais confirmam a qualidade do cres-
cimento e mostram que a descontinuidade da borda da banda pode ser abrupta, criando
um poço quadrado[6].
Outros tipos de estruturas capazes de produzir confinamento são as super-redes. Uma
super-rede é a reprodução periódica de uma heteroestrutura indefinidamente ao longo da
direção de crescimento do material. A figura 2.2 ilustra a configuração de uma super-rede.
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Figura 2.1: Sobreposição de materiais de diferentes gaps de energia E1 e E2, ∆E = E1−E2.
Descontinuidade na energia potencial nas bordas das bandas de condução e valência.
Figura 2.2: Super-rede - a heteroestrutura é repetida indefinidamente ao longo da direção
de crescimento.
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Com essas super-redes é possível obter três tipos de cenários, mostrados na figura 2.3
[6]. Que são usualmente chamados de tipo I e tipo II. Em um cenário do tipo I, tanto os
elétrons quanto os buracos estão confinados na mesma camada A. No cenário do tipo IIA,
enquanto os elétrons estão confinados em uma camada, os buracos estão confinados em
uma camada diferente. E, no cenário do tipo IIB, as super-redes se comportam como um
semicondutor de gap zero ou de pequeno gap, uma vez que existe somente um pequeno
gap de energia entre os elétrons na camada B e os buracos na camada A, o qual ocorre
devido ao confinamento [6].
Figura 2.3: Diagrama esquemático dos três cenários de confinamento de elétrons e buracos
nas super-redes formadas por dois semicondutores A e B, com gap da banda de valência e
condução EgA e EgB, respectivamente. Em amostras do tipo I, os elétrons e buracos estão
confinados na mesma camada A. As energias das partículas confinadas são representadas
pelas linhas tracejadas. Em sistemas do tipo IIA, os elétrons e os buracos estão confinados
em diferentes camadas. E amostras do tipo IIB são um caso especial do comportamento
do tipo IIA.
2.4 Aproximações na Teoria de Banda
Nas heteroestruturas semicondutoras os efeitos quânticos são inevitáveis quando as
dimensões do sistema são comparáveis ao comprimento de onda de de Broglie dos elétrons.
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Estudar a dinâmica de elétrons e/ou buracos confinados, significa resolver a equação de
Schrödinger nesse sistema, fazendo uso de algumas aproximações para resolver o problema.
Vamos dividir os átomos num cristal em duas partes: a primeira, formada pelo núcleo e
pelos elétrons das camadas mais interiores, denominada caroço, e a segunda pelos elétrons
de condução e de valência. Como os elétrons interiores pertencem ao caroço, chamaremos
simplesmente elétrons os de valência. Desse modo a hamiltoniana não relativística para

























|rj − ri| +
∑
i,µ
Vn (Rµ − ri)
(2.1)
onde os dois primeiros termos representam, respectivamente, a energia cinética dos caroços
e a energia de interação entre eles. Chamaremos esta parte que depende apenas das
coordenadas dos caroços de HN . Os demais termos representam, respectivamente, a
energia cinética dos elétrons, a energia de interação entre eles (ambos dependendo apenas
das coordenadas eletrônicas), e a energia de interação entres os elétrons e caroços, a qual
depende das coordenadas dos elétrons e dos caroços. A esta parte chamaremos He. Dessa
forma:
H = HN +He. (2.2)
Essa hamiltoniana não admite separação de variáveis por causa do termo de interação
que mistura as coordenadas dos elétrons e dos caroços (não explicitado na equação 2.2).
Contudo a aproximação de Born-Oppenheimer nos permite separar a função de onda do
problema em uma parte de caroço e outra parte eletrônica [8]. Isso se deve ao fato de a
massa dos caraços ser bem maior que a dos elétrons, dessa forma temos que a velocidade
dos caroços é bem menor que a dos elétrons. Como resultado, podemos tratar os caroços
como estáticos quando comparados aos elétrons. Isso nos permite resolver o movimento
eletrônico, assumindo que os caroços estão fixos em seus pontos de equilíbrio. Para a
parte eletrônica, que será a parte de interesse, temos:
HeΨe = EeΨe, (2.3)
onde Ψe é autofunção de He com energia Ee.
2.5 Aproximações de Hartree, Massa Efetiva e Fun-
ção Envelope
Uma primeira aproximação bastante utilizada para resolver a equação 2.3 é devido
a Hartree [9]. Ele sugere que o movimento de um elétron no campo dos caroços e dos
outros elétrons pode ser aproximadamente substituído pelo movimento de um elétron no
campo dos caroços e no campo da distribuição de carga média dos outros elétrons. Isto
corresponde a escrevermos uma equação de Schrödinger de um único elétron movendo-se
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2ψ(r) + U(r)ψ(r) = Eψ(r), (2.4)
aqui U(r) incorpora os potenciais devido aos núcleos (caroços) (Vn(r)) e a todos os outros
elétrons (υH(r)), ou seja,
U(r) = Vn(r) + υH(r). (2.5)







|r− r′| , (2.6)
na qual  é a constante dielétrica do material. Na representação de elétron independente,
a contribuição de um elétron no nível ψi(r) para a densidade de carga é
ni(r) = −e |ψi(r)|2 . (2.7)




na qual a soma é feita sobre todos os estados ocupados de um elétron. Substituindo a






ψ(r) + υH(r)ψ(r) = Eψ(r) (2.9)
A equação 2.9 é uma equação de um único elétron movendo-se sob a ação do potencial
do caroço, Vn, e o potencial devido a todos outros elétrons υH(r).
A aproximação de Hartree, no entanto, não é suficiente para obtermos os estados ele-
trônicos dos semicondutores. Métodos mais sofisticados, levando em conta a interação de
troca e correlação, são necessários. Vamos assumir que a estrutura eletrônica é conhe-
cida e utilizaremos a aproximação da massa efetiva para descrevermos a dinâmica de um
elétron em torno de um ponto de alta simetria do semicondutor. No caso da banda de









2ψ(r) + g (2.10)
onde m∗ e g são os parâmetros efetivos obtidos da aproximação, isto é, a massa efetiva e
o gap.
Nessa aproximação, podemos expressar o caso de um semicondutor dopado tipo-n na
aproximação de Hartree (aqui a densidade de elétrons tem sua origem nos elétrons dos







ψ(r) = Eψ(r). (2.11)
Finalmente a heteroestrutura será descrita na aproximação da função envelope [10].
Como temos uma heteroestrutura temos uma quebra de periodicidade do cristal, dada
a existência de interfaces de materiais diferentes. Por essas razões, não podemos usar o
teorema de Bloch. A aproximação da função envelope nos permite descrever estados de
elétrons e buracos na presença de campos elétricos e magnéticos que variam lentamente na
escala espacial da constante de rede. Esses campos podem ser internos (como os campos
de defeitos cristalinos), ou campos aplicados externamente, por meio de, por exemplo,
contatos elétricos.
Vamos assumir que os materiais A e B que constituem uma heteroestrutura arbitrária
possuem constantes de rede com valores próximos o suficiente para que os efeitos de
deformação estrutural possam ser desprezados e que ambos possuem a mesma estrutura
cristalina. As hipóteses básicas dessa aproximação são:



















se r corresponde ao material B. O somatório em l se dá sobre a quantidade de bandas
desejadas na análise.




l (r) = µ
(B)
l (r), (2.14)
que é uma hipótese razoável, uma vez que estamos considerando materiais da mesma
estrutura cristalina e constantes de rede muito próximas. Isso pode ser verificado compa-
rando os valores do elemento de matriz de Kane [10].
Considerando apenas uma banda temos que a função de onda da heteroestrutura é
escrita como:
ψ(r) = f (A,B)l (r)µ
(A)
l (r) (2.15)
e nosso objetivo é determinar f (A,B)l (r).
Como o valor das constantes de rede dos materiais é assumido muito próximo, a
heteroestrutura torna-se translacionalmente invariante no plano x − y, de modo que as
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funções fl se fatorizam em:
f
(A,B)




onde S é a área da amostra no plano x− y e k|| = (kx, ky) é um vetor bidimensional que
é idêntico nos materiais A e B para satisfazer a invariância translacional [10].







χ(z) = Eχ(z). (2.17)
No que se segue vamos escrever a parte em z da função envelope como χ(z)⇒ ψ(z).
Para resolver o problema temos que resolver as equações 2.6, 2.8 e 2.17, na direção z,
auto-consistentemente.
2.6 Cálculo do Auto Estado de um Poço Quântico
Dopado
Nessa seção vamos apresentar o cálculo do auto-estado de um sistema composto de
GaAs/In0.27Ga0.73As/Al0.3Ga0.7As com dopagem modulada do tipo-n. Os trabalhos
apresentados nessa dissertação utilizam a aproximação da massa efetiva e da função
envelope[10]. Modularmente no plano xy assumimos a dispersão parabólica de energia
que é plenamente justificada para a banda de condução para baixas energias de excitação.
Para a banda de valência essa aproximação justifica-se, para baixas energias de excitação,
para o sistema InGaAs − AlGaAs como consequência dos efeitos de tensão [12]. Essas
aproximações têm sido exaustivamente testadas nos materiais que estamos interessados
[10], nos garantindo segurança necessária para realização de nossas pesquisas.
Consideramos aqui uma heteroestrutura de poço quântico com dopagem modulada,
isto é, dopagem apenas na barreira. A formação de um gás bidimensional de elétrons
ocorre porque o estados dos doadores na barreira possuem um nível de energia maior
do que o nível de energia do poço. Isso faz com que os elétrons livres provenientes da
dopagem tunelem da barreira para o poço, separando as cargas (figura 2.4).
A presença de elétrons livres e de cargas positivas localizadas cria um potencial eletros-
tático que deve ser levado em conta no cálculo do auto-estado do poço. A determinação

















ψ(z) = Eψ(z), (2.18)
onde m∗ é a massa efetiva, considerada a mesma em toda a amostra; VB1 e VB2 são,
respectivamente, o potencial de confinamento visto pelo elétron na banda de condução
no GaAs e no Al0.3Ga0.7As, obtidos através da descontinuidade da banda de condução
dos dois materiais envolvidos; Y (x) é a função degrau; e é a carga do elétron, tomada
como positiva e eυH(z) é o potencial eletrostático, devido à interação entre elétron livres
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Figura 2.4: Perfil da banda de condução na direção de crescimento. ED é a energia de
ligação do doador na barreira. VB1 e VB2 são, respectivamente, o potencial de confinamento
visto pelo elétron no GaAs e no AlGaAs, L é a largura do poço e W é a distância entre
a interface poço/barreira até o início da região dos doadores ionizados. Também está
representado o nível fundamental do poço.
e cargas positivas localizadas, que, calculado na aproximação de Hartree, é obtido pela






onde  é a constante dielétrica, que foi considerada a mesma em toda a amostra, ρe(z)
e ρd(z) são, respectivamente, a densidade volumétrica de elétrons no poço e a densidade
volumétrica de doadores ionizados na barreira.
Nessa aproximação, substituímos o potencial de interação elétron-elétron, que é um
problema de muitos corpos, por um potencial médio. Assim, na aproximação de Hartree,






(Ne|ψ(z)|2 − ρd(z)), (2.20)
em que Ne é a densidade superficial de elétrons no poço.
υH(z) pode ser separado em duas partes, uma, que chamaremos de φe(z), que é a
parte do potencial devido aos elétrons livres, e outra, que chamaremos de φd(z), é a
parte devido aos doadores ionizados. Assim, υH(z) pode ser escrito da seguinte forma:












Consideramos uma dopagem assimétrica, apenas no Al0.3Ga0.7As. A dopagem está
presente a partir de uma distância W da interface In0.27Ga0.73As/Al0.3Ga0.7As, a qual
chamamos espaçador. Estamos considerando T = 0K. Para atingir o equilíbrio termo-
dinâmico, uma parte dos doadores é ionizada. Chamamos essa região de comprimento




Nd se L2 +W < z <
L
2 + LD +W
0 caso contrário (2.23)
onde Nd é a densidade volumétrica de doadores que, intencionalmente e de forma contro-
lada, foi inserido na barreira, sendo, portanto, uma grandeza conhecida.
Nas próximas duas seções (2.6.1) e (2.6.2 ) veremos como resolver as equações (2.21)
e 2.22.
2.6.1 Cálculo do Potencial Causado pelos Doadores Ionizados






ρd(z) é dado por:
ρd(z) =
{
Nd se L2 +W < z <
L
2 +W + LD
0 caso contrário (2.25)
Vamos separar a equação 2.24 em três regiões e usar as seguintes condições de contorno,
o campo elétrico (que é a derivada do potencial) e o potencial devem ser contínuos em
todo o domínio.
Assim, temos as seguintes equações:
d2φI(z)







dz2 = 0 (2.28)
Onde a região I é: z < L2 + W , a região II é:
L
2 + W < z <
L
2 + W + LD e a região
III é: z > L2 +W + LD.
Integrando essas equações, temos
dφI(z)
dz = A (2.29)







dz = C (2.31)
onde A, B e C são constantes.
Essas equações fazem com que o campo seja naturalmente contínuo em todo o domínio,
a não ser nas interfaces z = L2 + W e em z =
L
2 + W + LD onde a continuidade deve
ser imposta. Colocando C = 0 (fazendo isso, apenas fizemos com que o campo seja zero
para z > L2 + W + LD, o que é consequência da neutralidade de carga, lembrando que
também devemos impor essa condição para a parte do potencial de Hartree devido aos
elétrons livres, φe), usando que: dΦI(z)dz =
dΦII(z)
dz , onde z =
L




dz , onde z˜ =
L










Nd (z − z˜) ; (2.33)
dφIII(z)
dz = 0. (2.34)
Integrando as três equações acima temos:












φIII(z) = C ′. (2.37)
Novamente as três equações nos garantem a continuidade em todo o domínio, menos
nos pontos z e z˜. Nesses pontos, como fizemos anteriormente, utilizamos a condição
física da continuidade fazendo: φI(z) = φII(z) e φII(z˜) = φIII(z˜). Temos a liberdade
de escolher o zero do potencial (pois o que é importante é a diferença de potencial).
Convenientemente, escolhemos como zero o ponto z˜ (faremos o mesmo para o potencial





NdLD(2z − LD − 2z) se z < z
−2pie

Nd(z − z˜)2 se z < z < z˜
0 se z > z˜
(2.38)
onde z = L2 +W e z˜ =
L
2 +W + LD.
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2.6.2 Solução da Equação de Poisson por Integração Direta
A parte do potencial referente aos elétrons é dada por integração dupla da equação






































|ψ(z)|2dz + z|ψ(z)|2, (2.41)






































E portanto, obtemos a equação 2.39 a menos das constantes de integração A e B.
Para acharmos A e B impomos as mesmas condições que impomos para o potencial




= 0), que é consequência da neutralidade de carga; e impomos que o potencial
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2.6.3 Determinando o Auto Estado
Para resolvermos o problema, ou seja, resolver a equação 2.18 e, dessa forma, deter-
minarmos a função de onda, precisamos calcular φe(z) que é dado pela equação 2.39 e
necessita do prévio conhecimento da função de onda. Assim, temos que resolver as duas
equações acopladas de forma auto-consistente.
Esse conjunto de duas equações acopladas está sujeito às seguintes condições de con-
torno:
i) Equilíbrio elétrico⇒ A somatória total de cargas deve ser zero, ou seja, todo elétron
livre no poço deixou um doador ionizado na barreira.
ii) Equilíbrio termodinâmico ⇒ O nível de Fermi, ou o potencial químico, deve ser o
mesmo em toda a amostra.
O equilíbrio elétrico é naturalmente satisfeito se escrevermos: Ne = LDNd, isto é,
forçamos que o comprimentos de depleção seja tal que não haja excesso de carga. Já
o equilíbrio termodinâmico é satisfeito fazendo com que o nível de Fermi calculado na
barreira seja igual ao nível de Fermi no poço.
O nível de Fermi na barreira é o nível de energia dos elétrons doadores não ionizados
(pois são os elétrons mais energéticos) que pode ser escrito como:
EbF = VB2(z →∞)− ED (2.48)
onde EbF é o nível de Fermi na barreira e ED é a energia de ligação do doador na barreira.
Para o poço, o nível de Fermi é obtido pela energia do elétron transferido mais ener-




(EpF − E)Y (EpF − E) (2.49)
onde E é a energia do estado fundamental (único ocupado) e EpF é o nível de Fermi no
poço. Como Ne é conhecido, a equação 2.49 determina EpF .
Resolvemos o conjunto das duas equações acopladas da seguinte maneira:
Primeiro calculamos, pelo método de diferenças finitas (ver apendice A), a equação
2.18 para o poço não dopado (υH(z) = 0). A seguir, transferimos elétrons para o poço,
ou seja, colocamos uma densidade Ne de elétrons no poço e, através das equações 2.38
e 2.39 calculamos υH(z) usando a função de onda calculada anteriormente. Voltamos à
equação 2.18 e recalculamos a função de onda, mas agora levando em conta o potencial
eletrostático. Repetimos esse procedimento até a convergência da energia. Alguns ciclos
são necessários para que ocorra a convergência do estado fundamental (Ei+1−Ei
Ei+1
< 10−3),
onde Ei é a energia do estado fundamental calculado no i-ésimo ciclo.
Note que o problema ainda não está resolvido pois ainda não asseguramos o equilíbrio
termodinâmico. Para fazer isso, calculamos, usando a equação 2.49 o nível de Fermi no
poço e comparamos com o nível de Fermi na barreira, calculado via equação 2.48. Se o
nível de Fermi no poço for menor do que o da barreira, significa que poucos elétrons foram
transferidos para o poço, então repetimos o procedimentos anterior usando um Ne maior
do que o usado anteriormente, se o nível de Fermi do poço for maior do que o da barreira,
significa que foram transferidos muitos elétrons e devemos repetir o procedimentos anterior
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< 10−3) temos a solução autoconsistente do problema.
2.7 Resultados
Estamos trabalhando em um sistema de GaAs/In0.27Ga0.73As/Al0.3Ga0.7As, com do-
pagem de silício. Temos então os seguintes valores para os parâmetros: ED = 13.4 meV ,
que a energia de ligação do silício [13], m∗ = 0.067m0 [2], onde m0 é a massa de repouso
do elétron e  = 12.5 [2]. VB1 e VB2 são, respectivamente, 210[14] e 450 meV [15]. A
densidade de doadores introduzidos na amostra, Nd, é 5× 1019cm−3.
A interação entre os portadores livres e os doadores ionizados alteram o perfil da banda
de condução. A figura 2.5 nos mostra como fica este perfil para um poço de largura de
15 nm e com um espaçador de 30 nm.
Figura 2.5: Perfil da banda de condução com o sistema em equilíbrio. O nível de energia
no poço e o nível de Fermi são mostrados em azul e em verde, respectivamente, a função
de onda é mostrada em rosa.
O perfil de potencial está ajustado de forma a termos o zero de energia no extremo
esquerdo, ou seja no final da estrutura de GaAs. Dessa forma a energia do estado funda-
mental do poço dopado é −209.35 meV , enquanto do não dopado é −192.97 meV . E o
nível de Fermi está em −181.4 meV .
A assimetria do poço de potencial e a presença de doadores ionizados na barreira faz
com que a função de onda não seja mais igualmente distribuída em todo poço, como é
o caso do poço simétrico não dopado. A presença de doadores ionizados faz com que a
função de onda tenda a se localizar nas proximidades da interface poço/barreira, no lado
em que foram inseridos os doadores. Em outras palavras, os elétrons que estão no poço
são atraídos pelos doadores ionizados da barreira. Já a assimetria do poço de potencial
tende a deslocar a função de onda em direção a barreira de menor energia. Na figura
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2.5 notamos a assimetria da função de onda. A parte não nula da função de onda está
deslocada para o lado da barreira onde a dopagem foi inserida. Nesse caso vemos que
o efeito da presença dos doadores ionizados na barreira é bem maior que o efeito da
assimetria do poço.
Com isso, resolvemos o problema, na aproximação de Hartree, determinando o auto-
estado fundamental de energia do poço quântico com dopado modular.
2.8 Pontos Quânticos Semicondutores
Nessa seção vamos estudar os pontos quânticos, ou "quantum dot"(QDs) auto-organizados
e sua inserção em uma amostra dopada modularmente.
Estruturas quasi-zerodimensional chamadas de pontos quânticos ("quantum dot" - QD)
confinam o movimento dos elétrons em todas as três dimensões. Pontos quânticos começa-
ram a ser estudados durante a década de 80 devido ao progresso tecnológico, especialmente
nas técnicas de litografia que permitiram o desenvolvimento de estruturas de estado só-
lido que confinam os portadores em três dimensões. Em 1986, Reed et. al [16] relataram
a criação de QDs quadrados com dimensões laterais da ordem de 250 nm. Ainda em
1986, outros centros de pesquisa, como AT&T Bell Laboratories [17] e a Bell Comuni-
cation Research Incorporated [18], também reportaram a fabricação de QDs. Nesse tipo
de estruturas o confinamento dos elétrons nas três dimensões leva a formação de níveis
discretos de energia. Em QDs com uma simetria circular ou esférica, esses níveis de ener-
gia formam camadas com estrutura similar às camadas nos átomos. Contudo existem
diferenças notáveis entre QDs e átomos. QDs são capazes de confinar buracos e elétrons,
enquanto o potencial do núcleo atômico só é capaz de confinar portadores negativos. O
confinamento lateral dos QDs é normalmente suave, e em muitos casos aproximadamente
parabólico, em contraste com o potencial de Coulomb dos átomos, que possui uma sin-
gularidade no núcleo. QDs são compostos de mais de milhares de átomos, sendo bem
maiores que átomos. Isso leva a uma diferença na quantização da energia, nos QDs o gap
de energia entre os níveis eletrônicos é da ordem de dezenas até centenas de meV , en-
quanto nos átomos são da ordem de alguns eV . Ainda, o confinamento lateral (potencial
de Coulomb) nos átomos é fixo e definido pela carga eletrostática do núcleo, o que torna
difícil alterar o número de elétrons confinado. Em contraste com certos tipos de QDs, que
podem ser construídos de forma a se ter no mesmo dispositivo de zero até centenas de
elétrons confinados. A forma de construção dos QDs é uma propriedade interessante que
permite um design das suas propriedades eletrônicas apenas mudando o tamanho, forma,
tipo dos materiais constituintes, bem como o número de elétrons confinados.
A seguir damos um pouco de detalhes de como se obter pontos quânticos auto-
organizados.
2.8.1 Fabricação de Pontos Quânticos
Um método relativamente simples de produzir uma variedade de potenciais quânticos
na qual elétrons e buracos são confinados em níveis discretos de energia (zero-dimensional),
é o crescimento epitaxial de pontos quânticos auto-organizados (self-assembled quantum
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dots). Pontos quânticos auto-organizados formam-se espontaneamente quando algumas
camadas de um material semicondutor são depositadas sobre um substrato com uma di-
ferença no parâmetro da rede entre 1-10%. As primeiras camadas depositadas do novo
material cristalizam sobre o substrato sob a forma de camadas epitaxiais fortemente ten-
sionadas, com o parâmetro de rede igual ao parâmetro de rede do substrato. A tensão
no material depositado cresce com o aumento da sua espessura. Depois de atingir uma
determinada espessura crítica (da ordem de algumas monocamadas), o material adicio-
nado forma pequenas ilhas, distribuídas aleatoriamente para reduzir a tensão na estrutura.
Essa transição de fase é chamada de transição de Stranski-Krastanov. Se o crescimento do
novo material semicondutor é mantido após o ponto crítico, o diâmetro e a altura das ilhas
também continuam a crescer. Além disso, o tamanho e a forma das ilhas auto-organizadas
dependem da magnitude da tensão no material (dependendo da diferença do parâmetro de
rede entre o substrato e o material depositado) e da temperatura durante o crescimento.
Se o crescimento do novo material é interrompido logo após a transição de fase, as ilhas
evoluem para uma forma em que minimizem sua energia. Após a deposição de uma fina
camada do material do substrato na superfície superior do conjunto de ilhas, obtém-se
uma amostra com "pontos"de um semicondutor distribuídos aleatoriamente no interior de
outro material semicondutor. Os pontos quânticos auto-organizados fabricados dessa ma-
neira têm um diâmetro de dezenas de nanômetros, enquanto que sua altura é da ordem de
alguns nanômetros. Ao variar os materiais envolvidos, as condições de crescimento, e pelo
empilhamento vertical de camadas de nanoestruturas, uma rica variedade de materiais
pode ser produzido para o estudo das propriedades fundamentais de sistemas fortemente
confinados, e para o desenvolvimento de dispositivos eletrônicos e fotônicos. A figura 2.6
mostra de maneira esquemática o crescimento de pontos quânticos auto-organizados.
Figura 2.6: Representação esquemática do crescimento de pontos quânticos auto-
organizados.
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2.8.2 Cálculo da Energia do QD
Calculamos nessa seção o espectro de energia de um ponto quântico auto-organizado
de formato cilíndrico [2, 19].
Vamos considerar um ponto quântico cilíndrico com altura H e raio R, posicionado
em uma camada molhada ("wetting layer") de espessura Wt. O sistema está mostrado
esquematicamente na figura 2.7.
Figura 2.7: Figura esquemática de um ponto quântico em formato de disco em cima da
camada molhada e coberto com o material da barreira [19].
O sistema é cercado pelo material da barreira. O offset da banda de condução entre a
barreira e o ponto quântico é V0. Para simplificar a notação vamos expressar as energias
em unidades de Rydberg efetivo, Ry∗ = m∗e4/2ε2h¯2, e os comprimentos em unidades do
raio de Bohr efetivo, a∗B = εh¯2/m∗e2 (m∗ é a massa efetiva e ε é a constante dielétrica
do material). Nos parâmetros efetivos Ry∗ e a∗B estão incluídos os efeitos de tensão,
descontinuidade da massa efetiva e da constante dielétrica na interface.
A equação de Schrödinger que descreve o movimento de um elétron pode ser escrita





















ψ(r, θ, z) = Eψ(r, θ, z) (2.50)
onde o potencial V (r, z) = −V0 dentro do ponto quântico e da camada molhada (V0 =
∆VCB é a diferença entre as energias da banda de condução dos dois materiais, incluindo
o efeito da tensão), e V = 0 na barreira. Uma vez que temos um ponto quântico na forma
de disco (o potencial V não depende do ângulo θ), podemos desacoplar o movimento
angular e o momento angular do elétron é um bom número quântico.
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Como a altura do ponto quântico é muito menor que seu raio, o movimento eletrônico
é altamente confinado na direção de crescimento. Semi-classicamente poderíamos pensar
como o elétron sendo refletido nas bases do disco com frequência alta, enquanto o movi-
mento no plano é dado vagarosamente. Isso dá origem a aproximação adiabática, em que
assumimos que esses dois movimentos (planar e vertical) podem ser separados. Portanto
podemos escrever uma função de onda aproximada para o elétron da seguinte forma
ψ(r, θ, z) = 1√
2pi
eimθgνr (z)f νm(r). (2.51)
O termo exponencial descreve o movimento angular do elétron, com m sendo o momento
angular. A função gνr (z) descreve o movimento vertical. É rotulado pelo índice r pelo fato
do potencial na direção z visto pelo elétron, depender da coordenada radial: é diferente
dentro do ponto quântico, quando r < R (um poço quântico largo), e diferente fora do
ponto quântico (um poço quântico estreito - a camada molhada). A solução do movimento
na direção vertical gerará o estado fundamental e os estados excitados. Esses estados são
rotulados pelo índice da subbanda ν.
Para cada momento angularm e cada índice ν da subbanda as funções f e g satisfazem




+ V (r, z)
]















f νm(r) = Ef νm(r). (2.53)
Como a altura do disco é muito menor que seu raio, a energia de separação entre as
subbandas com ν = 0 e ν = 1 é maior que a energia típica de separação entre os estados
radiais. Assim vamos considerar a subbanda mais baixa, ν = 0, do qual E0(r) será
estabelecido resolvendo a equação 2.52. Após isso, substituímos E0(r) na equação 2.53
como um potencial efetivo para o movimento radial.
Como mencionamos para o movimento vertical temos duas regiões em nosso sistema.
Para r < R temos um poço quântico largo com largura H + Wt (o ponto quântico e
a camada molhada), e para r > R temos um poço quântico estreito com largura Wt
(apenas a camada molhada). Para achar o estado fundamental empregamos o formalismo
da matriz de transferência. Para uma dada energia E definimos a função gνr (r) em três
regiões: (i) barreira abaixo da estrutura, z < z1, onde z1 é a posição da interface entre a
barreira e o ponto, κ1 =
√−E, gνr (z) = A1exp[κ1(z−z1)]+B1exp[−κ1(z−z1)]; (ii) o poço
quântico, z1 < z < z2, κ2 =
√
V0 + E, gνr (z) = A2exp[−ik2z] + B2exp[ik2z]; (iii) barreira
acima da estrutura, z > z2, κ3 =
√−E, gνr (z) = A3exp[−κ3(z−z2)]+B3 = exp[κ3(z−z2)].
A função de onda gνr (r) deve ser suave e contínua nas interfaces. Essas condições nos
permitem escrever os coeficientes A1, B1 em termos de A3, B3:
A1 = T11(E)A3 + T12(E)B3, (2.54)
B1 = T21(E)A3 + T22(E)B3, (2.55)
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com a matriz de transferência definida como
T = L−1(κ1, z1)U(k2, z1)U−1(k2, z2)R(κ3, z2). (2.56)

















É conveniente realizarmos a multiplicação S = UU−1 para chegar a uma expressão para







onde h é a largura do poço. Podemos agora escrever a matriz de transferência simples-
mente como T = L−1SR. Encontramos os valores permitidos para a energia impondo as
condições de contorno, B1 = 0 e B3 = 0 (isto é, não temos termos exponenciais crescentes
na função de onda, dentro da barreira). Uma vez que B1 = T21(E)A3 + T22(E)B3, se
B3 = 0 devemos ter T21(E) = 0. Assim a solução da equação de Schrödinger para o
movimento vertical se reduz a achar os zeros do elemento T21 da matriz de transferência.
Com esse procedimento achamos a energia do estado fundamental E0 do elétron nas
regiões r < R e r > R. Obtivemos o potencial efetivo E0(r) para o movimento radial. Esse
potencial é constante em cada região, com um degrau em r = R. Para resolver as energias
eletrônicas E na direção radial vamos usar também o método da matriz de transferência.
No entanto, por causa da simetria cilíndrica do sistema construímos as funções de onda
em termos das funções de Bessel. Dentro do ponto quântico, r < R, temos uma solução
propagante, k1 =
√
E − E10 , f 0m(r) = A1mJm(k1r) + B1mYm(k1r). Fora do ponto quântico,
r > R, temos uma solução que decai, κ2 =
√
E20 − E, f 0m(r) = A2mKm(κ2r) +B2mIm(κ2r).
Em que Jm, Ym, Km e Im são as funções de Bessel de primeira e segunda espécie de
ordem m, e as funções de Bessel modificadas de primeira e segunda espécie de ordem
m, respectivamente. Na interface devemos ter a continuidade da função de onda e sua
derivada. Fazendo isso obtemos a matriz de transferência T . Essa matriz pode ser escrita

















Os zeros do elemento T21 da matriz de transferência nos dá as auto energias do sistema.
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2.9 Influência dos Pontos Quânticos no cálculo Au-
toconsistente
Vamos considerar o problema da transferência de cargas em uma amostra dopada
modularmente na presença dos pontos quânticos. Vamos buscar uma solução aproximada
que nos permita obter a influência dos pontos quânticos na transferência de carga.
Consideramos que o efeito do conjunto de pontos quânticos é representado por um
plano localizado na posição ẑ, e com densidade média de carga (σponto) constante igual a
NnNponto, onde Nponto é a densidade de pontos quânticos na amostra; Nn é o número de





em que N é o número total de estados ligados e di é a degenerescência de cada estado.



















Vamos considerar que os pontos quânticos formam uma placa de elétrons com densi-








ẑ < z < z˜
0 z > z˜
(2.63)
onde z˜ é o mesmo usado anteriormente, z˜ = L2 +W +LD. Temos o campo elétrico igual a
zero para z > z˜, devido a neutralidade de cargas quando incluo também o campo elétrico
devido aos doadores ionizados e dos elétrons no poço. Devemos ressaltar que nesse caso
a neutralidade de carga é dada por
LDNd = Ne +NnNponto, (2.64)
ou seja, os elétrons provenientes dos doadores ionizados são distribuídos, de acordo com
energia de Fermi entre os níveis dos pontos quânticos e do poço.





(−z + 2ẑ − z˜) z < ẑ
4pieσponto

(z − z˜) ẑ < z < z˜
0 z > z˜
(2.65)
Em que usamos, da mesma forma que anteriormente, Φponto(z˜) = 0, e a continuidade do
potencial na região.
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Vamos considerar que a densidade de pontos quânticos na amostra é [20]
Nponto = 4× 1010cm−2, (2.66)
que é equivalente a uma separação, no plano dos pontos quânticos, de 50 nm entre seus
centros.
2.10 Resultados
A heteroestrutura que estudamos é a mesma da seção 2.7, com a adição de uma
concentração de pontos quânticos na posição ẑ. A figura 2.8 mostra esquematicamente
essa heteroestrutura.
Figura 2.8: Representação esquemática da heteroestrutura semicondutora utilizada.
Conforme a seção 2.7 temos os seguintes parâmetros mostrados na tabela 2.1.











Em que L é a largura do poço, W o espaçador e ẑ é a localização da placa de cargas
(pontos quânticos).
O cálculo para o perfil de potencial é feito auto-consistentemente, da mesma forma
que na seção 2.6.3.
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Primeiro calculamos os níveis eletrônicos do ponto quântico para um raio de R = 10
nm, altura de H = 2, 5 nm, uma espessura da camada molhada de Wt = 2 nm e um
offset da banda de condução de V0 = 341 meV [21]. Como a massa efetiva e a constante
dielétrica do InAs tensionado é aproximadamente a mesma do GaAs[2] consideramos
m∗ = 0.067m0 e  = 12.5, o que leva a Ry∗ = 5.83 meV e a∗B = 9, 87 nm.
Os níveis estão mostrados na figura 2.9, em que temos um contínuo de níveis devido
a camada molhada e níveis discretos de energia devido ao confinamento vertical e radial.
Após obtermos os níveis energéticos calculamos o perfil de potencial da heteroestrutura
auto-consistentemente. No ponto quântico o nível de Fermi é tal que leva a ocupação de
apenas um nível, com um elétron.1 Sendo assim σponto = Nponto = 4× 1010 cm−2.
Figura 2.9: Energia dos estados do ponto quântico auto-organizado em função do momento
angular. Em verde é mostrado o nível de Fermi do sistema.
A figura 2.10 nos mostra como fica este perfil de potencial, em que a linha vermelha
representa o nível de Fermi da estrutura e a linha verde o estado fundamental do poço
quântico. O perfil de potencial está ajustado de forma a termos o zero de energia no
extremo esquerdo, ou seja no final da estrutura de GaAs.
1O espectro de energia de um elétron confinado em um ponto quântico auto-organizado é bem apro-
ximado pelo espectro truncado de um ponto quântico parabólico bidimensional. Para o nosso caso o
espectro é bem aproximado por uma frequência característica de h¯ω0 = 40 meV [2]. Para o ponto quân-
tico parabólico bidimensional a interação Coulombiana do estado fundamental é [12] 〈00; 00|Vee|00; 00〉 =√
h¯ω0
Ry∗piRy
∗ ≈ 27 meV . No cálculo auto-consistente da figura 2.10 temos EF − E0QD = 5, 4 meV .
Portanto, temos uma ocupação de apenas um elétron no estado fundamental
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Figura 2.10: Perfil da banda de condução com o sistema em equilíbrio após a adição de
pontos quânticos no sistema. O nível de energia no poço e o nível de Fermi são mostrados
em azul e em verde, respectivamente.
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Capítulo 3
Ponto Quântico + Gás de Portadores
3.1 Introdução
O objetivo desse capítulo é analisar espectros de emissão e absorção de um ponto
quântico acoplado com um gás de portadores, para posteriormente analisarmos o ponto
quântico acoplado com o gás de portadores, na presença de um átomo de manganês. Aqui,
vamos trabalhar em um modelo efetivo para o sistema físico. Os parâmetros efetivos (isto
é, energia dos estados, interação coulombiana, acoplamento entre os estados, etc) são
obtidos dos cálculos auto-consistentes dos capítulos anteriores.
3.2 Ponto Quântico + Gás de Portadores
Neste capítulo vamos analisar a interação, no aspecto óptico, entre um ponto quântico
e um gás de portadores, dado por elétrons.
3.2.1 A Hamiltoniana




















onde c+pσ cria um elétron na banda de condução do ponto quântico com spin σ, c+kσ cria
um elétron com spin σ no k-ésimo nível energético do gás de elétrons, a soma sobre k
ocorre para uma largura de banda ω, t representa o peso do acoplamento entre o gás de
elétrons e o ponto quântico e U é a interação Coulombiana. Os dois primeiros termos
da Hamiltoniana são a energia cinética dos elétrons no ponto quântico e no gás. O
próximo termo é responsável pelo acoplamento entre o gás de elétrons e o ponto quântico,
permitindo que um elétron tunele do gás para o ponto quântico e vice-versa. E o último
termo é a repulsão Coulombiana (considerada apenas no ponto quântico), caso exista dois
elétrons ocupando a banda de condução do ponto quântico.
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Para analisarmos as propriedades ópticas desse sistema numericamente o que faremos
a seguir é discretizar o contínuo de níveis de energia do gás de elétrons. De forma pictórica
o resultado que teremos é mostrado na figura 3.1, onde no lado esquerdo temos o contínuo
de níveis energético do gás de elétrons e no lado direito temos esses níveis discretizados.
Dentro de cada quadrado temos no lado esquerdo o nível da banda de condução do ponto
quântico e no lado direito os níveis do gás de elétrons. A partir daqui, sempre que
mostrarmos os níveis de energia do ponto quântico e do gás de elétrons, fica subentendido
a aproximação.
Figura 3.1: Representação pictórica da discretização do contínuo de energia do gás de
elétrons, mostrando seus níveis de energia bem como o nível da banda de condução do
ponto quântico.
3.3 Discretização do contínuo de Energia do Gás de
Elétrons
Existem várias maneiras de discretizar o contínuo de níveis de energia do gás de elé-
trons. Vamos mostrar a discretização através de níveis igualmente espaçados e introduzir
a discretização através da cadeia linear tight-binding a fim de mostrar a discretização de
Wilson, que foi a discretização utilizada nos nossos cálculos.
3.3.1 Níveis igualmente espaçados
Uma das maneiras de discretização do espectro contínuo usado neste trabalho é a
seguinte
1. Define-se a largura da banda (ω) mantendo-a constante;
2. Adiciona-se um nível discreto no meio da banda (ω/2), de forma que a banda fica
divida em dois subespaços, acima e abaixo do nível adicionado, conforme vemos na
figura 3.2;
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Figura 3.2: Discretização de energia do gás de elétrons, 1 nível.
3. Adiciona-se agora um nível na metade de cada um dos dois subespaços anteriores,
ficando assim com 4 subespaços na banda, que são separados por níveis vizinhos e
nos extremos pela borda da banda (figura 3.3);
Figura 3.3: Discretização de energia do gás de elétrons, 3 níveis.
4. Repete-se as divisões sucessivamente. A figura 3.4 mostra mais um passo na discre-
tização do contínuo.
Destacamos agora alguns pontos importantes que derivam dessa forma de discretização
• A sepração entre os níveis de energia é dada por ∆ε = ω
N+1 , onde N representa o
número de níveis no gás de elétrons;
• Sempre teremos uma quantidade ímpar de estados;
• A medida que aumentamos o número de níveis energéticos no gás de elétrons, cor-
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Figura 3.4: Discretização de energia do gás de elétrons, 7 níveis.
3.3.2 Cadeia Linear Tight-Binding
Mostraremos a discretização através da cadeia linear Tight-Binding como introdução
para mostrarmos a discretização pela cadeia de Wilson. Esse método é descrito pela














onde ε representa a energia de cada sítio, t01 é o acoplamento entre o sítio que representa
a impureza e o sítio vizinho e t é o acoplamento de primeiros vizinhos para o restante dos
sítios.
Figura 3.5: Cadeia linear tight-binding.
Se reescrevermos a Hamiltoniana 3.2 de forma a deixá-la separada em duas partes A
e B:






















H = HA +HB, (3.4)
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αijcj, i = 1, . . . , N ; (3.6)
Portanto os operadores: c+1 , c+2 , ..., c+N e c1, c+2 , ..., cN são reescritos em uma base
diagonal representada pelos operadores: b+1 , b+2 , ..., b+N e b1, b+2 , ..., bN , com autovalores:
1, 2, ..., N , respectivamente.
Com a parte B da Hamiltoniana diagonalizada precisamos agora escrever o operador
c1 nessa nova base.










αijbj, , i = 1, . . . , N ; (3.8)
reescrevemos a Hamiltoniana da seguinte forma
H = εc+0 c0 +
N∑
i=1









Essa discretização leva a um preenchimento quase que uniforme dos níveis energéticos
do gás, conforme vemos nas figuras 3.6 à 3.12, que mostram o espectro de energia de cada
nível do gás (eixo y) e o valor do acoplamento de cada nível com o ponto quântico, que é
dado no eixo x, para cadeias com 3, 5, 7, 9, 11, 13, e sítios. Utilizamos ε = 0 e t = 1, 0
para os cálculos.
Figura 3.6: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia tight-binding de 3
sítios com t = 1.0.
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Figura 3.7: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia tight-binding de 5
sítios com t = 1.0.
Figura 3.8: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia tight-binding de 7
sítios com t = 1.0.
Figura 3.9: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia tight-binding de 9
sítios com t = 1.0.
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Figura 3.10: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia tight-binding de
11 sítios com t = 1.0.
Figura 3.11: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia tight-binding de
13 sítios com t = 1.0.
Figura 3.12: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia tight-binding de
15 sítios com t = 1.0.
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Nessa forma de discretização observamos o preenchimento uniforme da banda de ener-
gia do gás de elétrons e um enfraquecimento do acoplamento dos níveis do gás com o
ponto quântico a medida que afastamos do meio da banda.
3.3.3 Cadeia de Wilson
A cadeia de Wilson é uma cadeia 1d tight-binding com a impureza localizada em seu
início e o parâmetro de hopping variando ao longo da cadeia, conforme é descrito na figura
3.13.
Figura 3.13: Cadeia de Wilson.























c+i e ci são os operadores de criação e aniquilação, respectivamente. O primeiro termo da
Hamiltoniana descreve a energia no sítio, enquanto os outros termos descrevem o hopping
de primeiros vizinhos para a cadeia.
O termo de hopping, ti, é parametrizado pelo parâmetro λ que tomamos como sendo
1.8 [4].
Podemos reescrever a Hamiltoniana da seguinte forma























H = HA +HB. (3.13)
Podemos agora diagonalizar a parte B da Hamiltoniana, de forma a obtermos os









αijcj, , i = 1, . . . , N ; (3.15)
i. (3.16)










αijbj, , i = 1, . . . , N ; (3.18)
dessa forma escrevemos a Hamiltoniana
H = εc+0 c0 +
N∑
i=1









Uma representação dos níveis de energia do gás e o acoplamento do ponto quântico é
mostrada na figura 3.14.
Figura 3.14: Representação das autoenergias da cadeia de Wilson.
Nas figuras 3.15 à 3.21, temos o cálculo dos níveis de energia discreto do gás (eixo y)
e o acoplamento de cada nível com o ponto quântico, eixo x, para cadeias com 3, 5, 7, 9,
11, 13, e 15 sítios. Utilizamos ε = 0 e t = 1, 0 para os cálculos.
Nessa forma de discretização observamos que a medida que nós aproximamos do meio
da banda o termo de acoplamento diminui, mas por outro lado há um aumento no número
de níveis energéticos ao redor do meio da banda. Essa situação se mostra interessante
pois embora exista uma concentração maior de níveis no meio da banda isso é de certa
forma compensado pela diminuição no acoplamento.
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Figura 3.15: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia de Wilson de 3
sítios.
Figura 3.16: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia de Wilson de 5
sítios.
Figura 3.17: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia de Wilson de 7
sítios.
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Figura 3.18: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia de Wilson de 9
sítios.
Figura 3.19: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia de Wilson de 11
sítios.
Figura 3.20: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia de Wilson de 13
sítios.
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Figura 3.21: Espectro de energia versus acoplamento para uma cadeia de Wilson de 15
sítios.
3.4 Função espectral
Calculamos as propriedades ópticas do sistema, usando a Regra de Ouro de Fermi.
Para o caso da emissão óptica o que fazemos é obter as autoenergias e autoestados do
sistema com Ne elétrons e 1 buraco e do sistema com Ne − 1 elétrons. O espectro de
emissão óptica é obtido através da Regra de Ouro de Fermi. Na aproximação de dipolo







∣∣∣〈f,Ne − 1 ∣∣∣P̂−ε ∣∣∣ i, Ne〉∣∣∣2 δ (Ei − Ef − ω) . (3.20)
onde |i, Ne〉 representa o estado inicial do sistema com energia Ei, correspondente a Ne elé-
trons e 1 buraco; |f,Ne−1〉 é o estado final do sistema com Ne−1 elétrons, que resta após
a recombinação de um par elétron-buraco. Chamamos de Ef a energia correspondente a
esse estado.





o qual aniquila um par elétron-buraco do estado inicial com a emissão de um fóton.
A força de oscilador - elemento de matriz do operador de polarização entre o estado













, onde k é a constate de Boltzman e
T é a temperatura.
Dependendo do spin das partículas recombinadas, os fótons emitidos têm polarização
circular: σ+ (P̂+ =
∑
i ci↓hi⇑), σ− (P̂− =
∑
i ci↑hi⇓) ou linear: X (P̂X =
∑
i ci↓hi⇑ +∑




i ci↑hi⇓). Devido a conservação de energia, representado
através da função delta acima, a energia h¯ω do fóton emitido (a posição do pico de
fotoluminescência no eixo de energia) é igual a diferença de energia entre os estados
iniciais e finais.
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∣∣∣〈f,Ne + 1 ∣∣∣P̂+ε ∣∣∣ i, Ne〉∣∣∣2 δ (Ei − Ef − ω) . (3.22)






i,−σ cria um par elétron-buraco no
estado inicial, com a absorção simultânea de um fóton.
O que se faz a seguir é um alargamento gaussiano no espectro de luminescência.


































onde ∆ é a largura da gaussiana.
3.5 Resultados - Ponto Quântico + Gás de Portado-
res
Mostraremos nessa seção os resultados numéricos do espectro de absorção de um sis-
tema composto por um ponto quântico e gás de portadores. Nesse caso desprezaremos
a interação com o buraco e observaremos apenas o que acontece com o sistema após a
adição de um elétron com spin pra baixo no ponto quântico.
3.5.1 Método Usado
O método que utilizamos para resolver esse problema foi o seguinte:
• Começamos com um sistema com um nível na banda de condução do ponto quântico
e um contínuo de níveis para o gás de elétrons (figura 3.22);
• Discretizamos os níveis do gás de elétrons através do método da cadeia de Wilson,
descrito na seção 3.3.3 (figura 3.23);
• Consideramos como ponto de partida um sistema com Ne elétrons (par) e Ne − 1
níveis discretos do gás de elétrons. Nesse caso 4 configurações básicas são possíveis.
São elas as configurações que não possuem elétrons no ponto quântico, as que pos-
suem um elétron (spin para cima e para baixo) e as configurações que possuem dois
elétrons no ponto quântico. O estado fundamental de todas elas são mostrados na
figura 3.24;
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Figura 3.22: Nível de energia do ponto quântico e contínuo de energia do gás de elétrons.
Figura 3.23: Nível de energia do ponto quântico e níveis discreto de energia do gás de
elétrons.
Figura 3.24: Estado fundamental das quatro possíveis configurações de acordo com a
ocupação, np, do ponto quântico. a) Configuração com nenhum elétron no ponto quântico;
b)e c) Configurações com 1 elétron no ponto quântico; d) Configuração com 2 elétrons no
ponto quântico.
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• Calculamos todas as configurações eletrônicas possíveis para o sistema comNe eNe+
1 elétrons, aplicamos a Hamiltoniana 3.1 e obtemos os autoestados e autoenergias
do sistema, antes e após a absorção.
• Por fim, calculamos o espectro de absorção (adição de um elétron) para o estado
fundamental do sistema, ou seja, utilizamos a equação 3.22 para o caso em que a
probabilidade de ocupação do sistema antes da absorção é 1 apenas para o estado
fundamental (T = 0).
Podemos ter uma ideia melhor das definições de energia utilizadas através da figura
3.25, εp é o valor do nível de energia no ponto quântico, εf é o valor energético do nível
que está no meio da banda de energia do gás de elétrons, ∆εp = εp− εf , e U é a interação
Coulombiana. Ajustamos o zero de energia para o estado fundamental de quando temos
apenas um elétron com spin para baixo no ponto quântico e εp = 0 (figura 3.26).
Figura 3.25: Definições das energias no sistema.
Figura 3.26: Definição do zero de energia.
Utilizaremos U = 5, 0 e ∆εp = −U/2 que é justificado pelo fato de que com esses
parâmetros o estado fundamental do sistema é aquele que possui ≈ 1 elétron no ponto
quântico, ou seja, o ponto quântico nesse caso se comportará com uma impureza magné-
tica.
Podemos observar isso quando calculamos os autoestados e autoenergias para um sis-
tema com 2 elétrons e 1 nível no gás de elétrons. As autoenergias e 3 estados estão
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mostrados na figura 3.27. Os autoestados são uma combinação da configurações de sin-
gleto (S), da configuração em que os dois elétrons estão no gás (F ) e da configuração em
que os dois elétrons estão no ponto quântico (D). Ressaltamos que o estado de tripleto
está totalmente desacoplado dos outros autoestados e portanto não mostramos na figura.
No ponto ∆εp = −U = −5, 0 temos uma grande mistura das configurações S e D como o
estado fundamental; para o ponto ∆εp = 0 temos uma grande mistura das configurações
S e F para o estado fundamental; e no ponto ∆εp = −U/2 = −2, 5 temos uma grande
mistura das configurações D e F , mas para o estado fundamental temos como principal
estado a configuração de singleto S.
Figura 3.27: Configurações S, F e D e autoenergias em função de ∆εp para um sistema
com 2 elétrons e 1 nível no gás.








= 〈Np↑〉 + 〈Np↓〉) do estado
fundamental do ponto quântico em função de ∆εp = εp − εf obtemos a figura 3.28, que
nos confirma que para ∆εp = −U/2 = −2, 5 temos ≈ 1 elétron no ponto quântico, que é
a nossa situação de interesse.
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Figura 3.28: Ocupação eletrônica do estado fundamental de um sistema com 2 elétrons e
1 nível no gás em função de εp − εf .
Mostraremos na subseção seguinte o espectro de absorção para sistemas com 2 elétrons
(1 nível no gás) e 4 elétrons (3 níveis no gás).
3.5.2 Espectros de Absorção
Calculamos, através da equação 3.22, o espectro de absorção referente adição de um
elétron com spin para baixo no ponto quântico. Consideramos apenas a ocupação do
estado fundamental para o sistema antes da absorção. Desprezamos a interação com o
buraco e utilizamos a cadeia de Wilson como forma de discretização dos níveis do gás de
elétrons.
As configurações (quatro) de um sistema que possui inicialmente 2 elétrons antes da
absorção são mostradas na figura 3.29. Em que o lado esquerdo representa o nível no ponto
quântico e o lado direito o nível do gás de elétrons. O espectro de absorção do estado
fundamental desse sistema, passando de 2 elétrons para 3 elétrons após a absorção de um
elétron no ponto quântico, é mostrado na figura 3.30, para t = −1.0, ∆εp = −U/2 =
−2, 5. Como estamos adicionando um elétron com spin para baixo no ponto quântico,
os picos correspondem a absorção do elétron na configuração do estado fundamental que
possui um elétron com spin para cima no ponto quântico e para a configuração que não
possui elétron no ponto quântico. Nesse caso o efeito do acoplamento é misturar as
configurações e deslocar para direita o espectro de absorção, conforme vemos na figura
3.31 , em que mostramos o espectro absorção para 4 valores de acoplamento, sendo eles
t = −0.1;−0.4;−0.7;−1.0.
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Figura 3.29: Todas as configurações para um sistema com 2 elétrons e um nível no gás de
elétrons.
Figura 3.30: Espectro de absorção para um elétron com spin para cima no ponto quântico,
para um sistema com um 1 nível no gás, contendo 2 elétrons, e quando a ocupação do
sistema é dada apenas pelo estado fundamental. Com os parâmetros t = −1.0, ∆εp =
−U/2 = −2, 5.
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Figura 3.31: Espectros de absorção para um elétron com spin para cima no ponto quântico,
para um sistema com um 1 nível no gás, contendo 2 elétrons, e quando a ocupação do
sistema é dada apenas pelo estado fundamental. Com os parâmetros ∆εp = −U/2 = −2, 5
e t = −0.1;−0.4;−0.7;−1.0.
Para um sistema com 3 níveis no gás e 4 elétrons antes da absorção o espectro de
absorção, do estado fundamental, para um elétron com spin para baixo no ponto quântico
é mostrado na figura 3.32. Na figura 3.33 mostramos que a medida que o acoplamento
aumenta, seu efeito é misturar as configurações, permitindo que o estado fundamental do
sistema absorva o elétron com spin para baixo no ponto quântico em diferentes frequências.
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Figura 3.32: Espectro de absorção para um elétron com spin para cima no ponto quântico,
para um sistema com 3 níveis no gás, contendo 4 elétrons, quando a ocupação do sistema
é dada apenas pelo estado fundamental. Com os parâmetros t = −1.0, ∆εp = −U/2 =
−2, 5.
Figura 3.33: Espectros de absorção para um elétron com spin para cima no ponto quântico,
para um sistema com 3 níveis no gás, contendo 4 elétrons, e quando a ocupação do sistema




Ponto Quântico + Gás de
Portadores + Manganês
O objetivo desse capítulo é analisar espectros de emissão e absorção de um ponto
quântico acoplado com um gás de elétrons, na presença de um íon de manganês (Mn).
4.1 Ponto Quântico + Manganês
Para estudarmos esse sistema, vamos primeiro analisar o ponto quântico na presença
do íon de manganês e posteriormente incluir o gás de elétrons.
Estamos interessados no processo de emissão óptica do ponto quântico, ou seja, o
sistema encontra-se em um estado excitônico na qual a absorção de um fóton já ocorreu.
Portanto, vamos na seção seguinte introduzir o conceito de éxciton.
4.2 Éxcitons
Na análise do processo de absorção de fótons entre as bandas de transição, a retirada
de um elétron para a banda de condução leva a criação de um buraco na banda de
valência. Quando considerada a interação Coulombiana entre esse elétron e buraco, dá
origem a formação do par elétron-buraco, o chamado éxciton. Estes éxcitons apresentam
interessantes propriedades ópticas. Eles são o estado excitado de menor energia, e são
importantes para várias aplicações ópticas. Normalmente o buraco envolvido no estado
excitônico para um poço quântico ou ponto quântico, é o buraco pesado, com projeção
de spin (Jh,z = ±3/2). A recombinação do éxciton leva a emissão de um fóton com uma
energia bem definida [22].
4.3 Manganês
Conforme dito na seção 4.1 vamos observar o que acontece com o espectro de emissão
quando um íon magnético (Mn2+) é colocado no centro do ponto quântico. O íon de
manganês irá se comportar como uma impureza magnética com momento magnéticoM =
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5/2, o que leva a 6 estados quânticos possíveis para o íon de Mn, são eles os estados com
projeções de spin Mz = ±5/2,±3/2,±1/2.
4.4 Hamiltoniana Ponto Quântico + Manganês
A Hamiltoniana de um éxciton confinado em um ponto quântico interagindo com o


























Ueh (npσnh⇑ + npσnh⇓) + ĤEXC
(4.1)
onde c+pσ (h+σ ) cria um elétron (buraco) com spin σ na banda de condução (valência). Os
dois primeiros termos do hamiltoniano são a energia cinética do elétron e a energia cinética
do buraco. O próximo termo descrevendo a interação de curto alcance entre o elétron do
ponto quântico e o manganês (e-Mn) consiste de dois tipos. O primeiro corresponde a
interação de Ising, que conserva o spin tanto do elétron quanto do Mn. O segundo e
terceiro termos correspondem a interação de curto alcance entre e-Mn permitindo a troca
simultânea do spin do elétron e do Mn, de um maneira que Mz + σ é conservado. O
quarto termo é a interação do spin do buraco pesado com o Mn. Devido a tensão e
confinamento o buraco pesado e o buraco leve estão separados no ponto quântico e por
causa dessa separação, em primeira aproximação, a troca simultânea do spin do manganês
e do buraco é desconsiderada [23]. Os dois últimos termos são a interação Coulombiana
do elétron com o buraco, a interação direta e de troca [24].
A maneira mais simples de resolver esse problema éxciton + manganês (X-Mn), está
em restringirmos o estados de partícula única do elétron e do buraco como sendo o estado
de mais baixa energia, como frequentemente é feito para os pontos quânticos e como
faremos nesse trabalho. Com essa restrição as 4 possibilidades de configurações devido
ao alinhamento do spin dos portadores é mostrada na figura 4.1, em que os elétrons são
representados por flechas preenchidas, enquanto os buracos são representados por setas
semi-preenchidas. Vamos utilizar essa notação de agora em diante.
As configurações excitônicas |a〉 e |b〉 são opticamente ativas (bright excitons) . Isso
significa que o éxciton na configuração |a〉 ou |b〉 pode recombinar radiativamente, criando
um fóton com polarização σ+ ou σ−, respectivamente. Por outro lado, as configurações
excitônicas |c〉 e |d〉 são opticamente inativas (dark excitons) - recombinações radiativa
não são possíveis nestas configurações.
Com a base de configurações mostradas na figura 4.1, vamos discutir como escrever a
interação de troca Coulombiana.
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Figura 4.1: Quatro configurações possíveis do éxciton. Os elétrons são representados por
flechas preenchidas, enquanto os buracos por setas semi-preenchidas. As configurações
diferem no alinhamento de spin do elétron (±1/2) e buraco (±3/2).
4.4.1 Interação de Troca Coulombiana para o Éxciton




3r2Ψ∗X (re = r1, rh = r2)
1
|r1 − r2|ΨX (re = r2, rh = r1) (4.2)
onde ΨX é a função de onda do éxciton e re,h são coordenadas de posição do elétron e do
buraco.
Para calcular o termo de troca, existem duas possíveis formas de dividir a integral.
Numa delas, pode ser dividida no espaço real: em partes de curto e longo alcance. A
parte de curto alcance é dada pela probabilidade de encontrar o elétron e o buraco na
mesma célula unitária de Wigner-Seitz. A parte de longo alcance, complementarmente, é
dada pela contribuição quando eles se encontram em células diferentes.
A forma do Hamiltoniano de spin de curto alcance da interação de troca elétron-buraco









onde z é a direção de crescimento da heteroestrutura, e ai, bi são constantes de acopla-
mento spin-spin que dependem da simetria do ponto quântico.
Devido a tensão nos pontos quânticos, os estados de buraco leve e pesado são separados
em energia por algumas dezenas de meV. Esta separação é consideravelmente maior do
que as energias das interações de estrutura fina, assim os níveis de buraco leve podem
ser negligenciados. A base de autoestados, na qual os estados do éxciton são construídos,
consiste de um buraco pesado com Jh = 3/2, Jh,z = ±3/2 e um elétron com Se = 1/2,
Se,z = ±1/2, figura 4.1.
Da base de autoestados, quatro estados de éxciton são formados, os quais são degene-
rados quando o Hamiltoniano da equação (4.3) é desprezado. Estes estados estão carac-
terizados pelas projeções do momento angular M = Se,z +Jh,z. Estados com |M | = 2 não
podem acoplar com o campo da luz e por isto são opticamente inativos (dark excitons),
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enquanto que os estados com |M | = 1 são opticamente ativos (bright excitons).
O termo cúbico da Hamiltoniana de troca é na maioria dos casos muito menor que o
termo linear e geralmente pode ser negligenciado [26]. Usando essa simplificação, HEXC
na base de estados do éxciton:
|a〉 = |Je = −1/2, Jh = +3/2〉,
|b〉 = |Je = +1/2, Jh = −3/2〉,
|c〉 = |Je = +1/2, Jh = +3/2〉,
|d〉 = |Je = −1/2, Jh = −3/2〉;
(4.4)





δ0 0 0 0
0 δ0 0 0
0 0 −δ0 0
0 0 0 −δ0
 , (4.5)
em que δ0 é a separação entre os éxcitons opticamente ativo e opticamente inativos.
4.4.2 Adicionando os Estados do íon de Manganês
Para construirmos a matriz da Hamiltoniana do éxciton interagindo com o íon de
Mn, cada configuração da figura 4.1 precisa ser multiplicada pelas 6 projeções de spin do
manganês, |Mz〉, que é mostrada na figura 4.2. A construção dessa base é esquematizada
na figura 4.3. Na sequência, a notação |a,Mz〉, |b,Mz〉,..., será mantida quando falarmos
sobre o alinhamentos dos spins definidos na figura 4.3. O preenchimento da seta verde
denota o estado de spin para o manganês.
Figura 4.2: 6 possíveis estados para o manganês de acordo com sua projeção de spin Mz.
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Figura 4.3: Quatro possíveis configurações de spin para o éxciton e para cada configuração
excitônica temos 6 possíveis estados para o manganês, totalizando 24 X-Mn confiugara-
ções.
4.4.3 Espectro para X-Mn
Vamos agora analisar o espectro do complexo X-Mn começando com um éxciton puro
e gradualmente ligando as interações entre os portadores e o íon de Mn. Nesse caso, como
as energias de partícula única do elétron, buraco e a interação Coulombiana direta do
elétron com o buraco não misturam estados e são as mesmas para todas as configurações
vamos desconsiderá-las.
A figura 4.3 mostra a base de configurações para X-Mn: |a,Mz〉, |b,Mz〉, |c,Mz〉,
|d,Mz〉. Na ausência das interações X-Mn, todas as 24 configurações são degeneradas
(figura 4.4).






Essa Hamiltoniana conserva o spin de todas as partículas. As configurações com
mesmo estado excitônico não se misturam, como por exemplo: |a,Mz〉 e |a,M ′z〉, porque
diferem pela projeção de spin do manganês. Por outro lado, configurações de diferentes
grupos excitônicos, como |a,Mz〉 e |b,Mz〉 não estão acopladas devido ao diferente alinha-
mento de spin dos portadores. Por essa razão, a interação buraco-Mn tem apenas termos
diagonais na matriz da Hamiltoniana. Isso leva a uma quebra de degenerescência do ní-
vel 24 vezes degenerado para 6 níveis 4 vezes degenerados (figura 4.4). Esses níveis são
equidistantes em energia com a divisão sendo 32JhMn. Podemos imaginar o spin do buraco
como uma fonte interna efetiva de campo magnético, que atua no spin do manganês e
leva a um desdobramento do tipo Zeeman dos níveis. O nível do complexo X-Mn mais
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baixo nesse caso é 4 vezes degenerado e corresponde as seguintes configurações:
h+⇑ c
+
↓ |0〉 ⊗ | − 52〉,
h+⇑ c
+
↑ |0〉 ⊗ | − 52〉,
h+⇓ c
+
↓ |0〉 ⊗ |+ 52〉,
h+⇓ c
+
↑ |0〉 ⊗ |+ 52〉.
(4.7)













Dessa forma podemos ver que o spin do buraco Jh,z é conservado, enquanto o spin do
elétron pode mudar desde que ocorra uma mudança simultânea do spin do manganês, de
forma a conservar Mz + Sz. A partir disso podemos tirar conclusões sobre a mistura de
configurações do X-Mn: |a,Mz〉, |b,Mz〉, |c,Mz〉, |d,Mz〉.
Figura 4.4: Evolução do espectro de energia do complexo X-Mn, a medida que incluímos
as interações: primeira coluna - nenhuma interação de X-Mn, segunda coluna - interação
h-Mn, terceira coluna - interação e-Mn da parte tipo Ising, quarta coluna - interação
e-Mn, quinta coluna - todas interações do complexo X-Mn estão presentes. As barras
vermelhas na terceira coluna representam as energias dos éxcitons opticamente ativos. Os
cálculos foram feitos usando os seguintes parâmetros: JhMn = 0.4, JeMn = −0.1, δ0 = 0.3.
A parte de Ising da interação elétron-Mn, da mesma forma que a parte de interação
do buraco-Mn, tem apenas termos diagonais. A inclusão dessa interação leva a um
desdobramento dos níveis 4 vezes degenerados para níveis duplamente degenerados, como
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mostrado na terceira coluna da figura 4.4. Como exemplo, o estado fundamental anterior,
desdobra em dois níveis. O nível mais baixo corresponde a estados opticamente ativos do
complexo X-Mn: h+⇑ c+↓ |0〉⊗ |− 52〉, degenerado com h+⇓ c+↑ |0〉⊗ |+ 52〉; enquanto o primeiro
estado excitado: h+⇑ c+↑ |0〉⊗|− 52〉, degenerado com h+⇓ c+↓ |0〉⊗|+ 52〉 é opticamente inativo. A
quebra da degenerescência devido a interação e-Mn não é igual (figura 4.4), mas depende
da projeção de spin do manganês. Contudo, a diferença de energia entre os estados
opticamente ativos é igual e expressa por:
δMn =
1
2 (3JhMn − JeMn) . (4.9)
A segunda parte da Hamiltoniana do e-Mn envolve mudança no spin do elétron e
do Mn. Da mesma forma que anteriormente, essa interação não mistura estados que
estão no mesmo grupo excitônico, como por exemplo, |a,Mz〉. Esses grupos consistem
do mesmo estado do éxciton mas com diferente spin do Mn, enquanto a interação de
mudança de spin muda simultaneamente o spin do elétron e do manganês. Por outro
lado, essa interação mistura estados |a,Mz〉 e |b,Mz〉 (|c,Mz〉 e |d,Mz〉), que possuem
uma diferença no spin do manganês de 1. Na figura 4.4 esse acoplamento é representado
pelas setas pretas, e o espectro de energia nesse caso é mostrado na quarta coluna. Por
fim, o termo de troca da interação Coulombiana é adicionado e seu efeito é mostrado na
quinta coluna da figura 4.4.
4.5 Espectro de emissão do complexo X-Mn
Podemos agora calcular o espectro de emissão do complexo X-Mn confinado no ponto
quântico. A equação utilizada se assemelha muito a utilizada em 3.23, mas como agora
temos também o íon manganês no sistema devemos adicionar o seu estado quântico para







∣∣∣〈f,Ne − 1,Mz ∣∣∣P̂−ε ∣∣∣ i, Ne,Mz〉∣∣∣2 δ (Ei − Ef − ω) , (4.10)
|i, Ne,Mz〉 representa o estado inicial de Ne elétrons (nessa caso apenas 1), um buraco e
estadoMz do íon de manganês. Já |f,Ne−1,Mz〉 representa o estado final após a emissão,
com Ne − 1 elétrons (nessa caso nenhum elétron), na presença do mesmo estado Mz do
manganês, que se mantêm inalterado após a recombinação de um par elétron-buraco.
A figura 4.5 mostra resultados para o espectro de emissão do complexo X-Mn usando
os seguintes parâmetros: p = 0.0, h = 1.0, JhMn = 0.4, JeMn = −0.1, Ueh = 5.0, δ0 = 0.3.
Consideramos uma temperatura que leva a uma probabilidade de ocupação igual (Pi = 1)
para todos estados iniciais (antes de emissão).
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Figura 4.5: Espectro de emissão para o complexo X-Mn.
4.6 Ponto Quântico + Gás de Portadores + Manga-
nês
Incluímos agora o gás de elétrons ao nosso sistema. Para investigarmos as interações
entre o manganês, o ponto quântico e o gás de elétrons, em que os elétrons podem tunelar
para dentro e fora do ponto quântico, adicionaremos quatro termos à Hamiltoniana 4.1,









































onde c+pσ (h+σ ) cria um elétron (buraco) com spin σ no ponto quântico e c+kσ cria um elétron
com spin σ no k-ésimo nível do mar de Fermi. Os primeiros seis termos da Hamiltoniana
são os mesmo descritos em 4.1. O termo seguinte descreve a interação Coulombiana entre
elétrons no mesmo nível dentro do ponto quântico. O oitavo termo é a energia cinética
dos elétrons no mar de Fermi. Os dois últimos termos descrevem o acoplamento entre o
ponto quântico e o mar de Fermi, que permite que elétrons tunelem do ponto quântico
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para o gás de elétrons e do gás de elétrons para o ponto quântico.
A função de onda de muitas partícula é expandida na base de configurações de Ne elé-






|0〉 é um estado de Ne elétrons, cada um com spin σ, enquanto |k〉 =
h+k,τ |0〉 é o estado do buraco. |Mz〉 denota todas as possibilidades de spin do íon Mn,
Mz = −5/2, ..., 5/2, enquanto |0〉 denota o vácuo. O número total de elétrons é Ne =
N↑+N↓, em que N↑ e N↓ são o número de elétrons com spin para cima e spin para baixo,
respectivamente. Após a recombinação de um elétron e buraco e consequentemente a
emissão de um fóton, resta no sistema Ne−1 elétrons e o íon Mn. As configurações finais
de Ne − 1 elétrons |νf〉 são construídas de uma maneira similar. Da mesma forma que
antes a Hamiltoniana conserva a soma de spin do manganês com o spin eletrônico de todo
o sistema.
4.7 1 Nível para o Gás de Portadores
Começaremos o estudo do sistema ponto quântico + gás de portadores + manganês,
considerando apenas 1 nível para o gás de elétrons. Nesse sistema, antes da emissão,
temos uma configuração inicial com 2 elétrons (que podem estar no nível do gás e/ou no
nível de condução do ponto quântico), um buraco que está no nível de valência do ponto
quântico, e um íon de manganês interagindo com o ponto quântico. Consideraremos
apenas os casos em que o spin do buraco é Jh,z = −3/2. Essa estrutura inicial possui um
total de 36 configurações, que dependem de onde os elétrons estão (seja no ponto quântico
ou no gás), de seu spin, para cima e para baixo, e do estado de spin do manganês. Essas
configurações são mostradas de maneira esquemática na figura 4.6. Cada bloco da figura
é composto de 6 configurações, que variam apenas pelo estado de spin do manganês
Mz = ±5/2,±3/2,±1/2, representados pelas setas verdes. As setas azuis preenchidas
representam os elétrons e as setas para baixo sem preenchimento representam o buraco
pesado com spin -3/2. Os dois níveis mostrado no meio de cada bloco representam os
níveis de condução e valência do ponto quântico e ao lado direito de cada bloco é o nível
do gás de elétrons.
Esse sistema inicial evolui para um sistema final, após a emissão de um fóton, com 1
elétron e o íon de manganês. Esse sistema final possui um total de 24 configurações finais,
que são mostradas na figura 4.7, novamente dividias em 6 configurações por bloco.
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Figura 4.6: 36 configurações iniciais para o sistema ponto quântico + gás de portadores +
manganês, com 1 nível no gás. Divididas em 6 configurações por bloco, devido ao estado
de spin do manganês.
Figura 4.7: 24 configurações finais para o sistema ponto quântico + gás de portadores +
manganês, com 1 nível no gás. Divididas em 6 configurações por bloco, devido ao estado
de spin do manganês.
CAPÍTULO 4. PONTO QUÂNTICO + GÁS DE PORTADORES + MANGANÊS 67
4.8 Espectro de energia
A figura 4.8 mostra a evolução do espectro de energia dos estados finais, começando
com apenas as energias de partícula única, na sequência ligamos a interação com o man-
ganês e depois ligamos a interação com o gás de elétrons. Na ausência do íon de manganês
e da interação com o gás de elétrons, todas os 24 estados são degenerados, quando o nível
do gás está alinhado com o nível do ponto quântico, ∆εp = 0 . Se ligarmos a interação
com o manganês (JeMn = −0.1) temos uma quebra de degenerescência com três níveis,
um 12 vezes degenerado, outro 5 vezes degenerado e outro 7 vezes degenerado. Se também
ligarmos a interação com o ponto quântico temos um reajuste nas energias e uma quebra
de degenerescência do nível que antes era 12 vezes degenerado, via interação do elétron do
gás com o manganês, através do tunelamento desse elétron para o ponto quântico. Essa
degenerescência é quebrada de forma a também obtermos mais dois níveis, um 5 vezes
degenerado e outro 7 vezes degenerado.
Figura 4.8: Evolução do espectro de energia dos estados finais do sistema. Na primeira
coluna tanto a interação e-Mn quanto o tunelamento estão ausentes, na segunda coluna
ligamos a interação com o manganês e na terceira coluna ligamos também o termo de
acoplamento do gás e do ponto quântico.
4.8.1 Espectro de Emissão
Como a Hamiltoniana conserva a soma de spin (spin do manganês, Mz, + spin eletrô-
nico, Je,z), podemos inicialmente olhar o espectro de emissão apenas para um bloco da
Hamiltoniana. Vamos iniciar considerando um sistema em que as configurações iniciais
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possuem Mz + Je,z = 1/2, e continuaremos considerando o spin do buraco, Jh,z = −3/2.
Nessa situação temos 6 configurações iniciais que são mostradas na figura 4.9.
Figura 4.9: 6 configurações iniciais que representam as configurações de um sistema com
Mz + Je,z = 1/2 e Jh,z = −3/2.
Após a emissão de um fóton temos configurações com a característica deMz+Je,z = 0.
Temos nesse caso 4 configurações finais, mostradas na figura 4.10.
Após escrevermos as configurações iniciais e finais, podemos, calcular os estados iniciais
e finais, através da diagonalização da Hamiltoniana 4.11. E de posse dos estados iniciais e
finais obtemos o espectro de emissão desse sistema através da equação 3.23. Os parâmetros
utilizados nos cálculos são os seguintes: Uee = 5.0, Ueh = 5.0, JeMn = −0.1, JhMn = 0.4,
h = 1.0, δ0 = 0.3 and ∆εp = 0.0. Consideramos também uma temperatura que leva
a uma probabilidade de ocupação igual (Pi = 1) para os 6 estados iniciais (antes de
emissão). O espectro de emissão sob essas condições é mostrado na figura 4.11.
A efeito de comparação mostramos também o espectro para o mesmo sistema des-
crito acima, quando o acoplamento é desligado e quando a interação com o manganês é
desligada, figura 4.12 e 4.13, respectivamente.
Para o espectro de emissão em que temos o acoplamento igual zero, figura 4.12, os
três picos no espectro correspondem a transições dos estados que possuem, predominan-
temente, as duas configurações superiores e a primeira configuração inferior da figura
4.9.
Afim de analisar o espectro de emissão da figura 4.11, olharemos para um caso par-
ticular desse espectro, que é aquele em que a ocupação dos estados antes da emissão é
apenas para o estado fundamental do sistema, figura 4.15.
A visualização dos estados finais do sistema nos ajudará nessa análise, eles podem ser
vistos na figura 4.14.
A associação da transição do estado fundamental do sistema - antes da emissão óptica
- para os estados, a, b, c e d, da figura 4.14 é mostrada na figura 4.15.
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Figura 4.10: 4 configurações finais que representam as configurações de um sistema com
Mz + Je,z = 0.
Figura 4.11: Espectro de emissão para um sistema com ponto quântico + gás de porta-
dores + manganês, com 1 nível no gás de elétrons e configuração inicial de spin dada por
Mz + Je,z = 1/2 e Jh,z = −3/2.
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Figura 4.12: Espectro de emissão para um sistema com ponto quântico + gás de porta-
dores + manganês, com 1 nível no gás de elétrons e configuração inicial de spin dada por
Mz + Je,z = 1/2 e Jh,z = −3/2, quando o acoplamento é nulo, t = 0.
Figura 4.13: Espectro de emissão para um sistema com ponto quântico + gás de por-
tadores + manganês, com 1 nível no gás de elétrons e configuração inicial de spin dada
por Mz + Je,z = 1/2 e Jh,z = −3/2, quando não temos interação com o manganês,
Je,Mn = Jh,Mn = 0.
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Figura 4.14: Estados finais de um sistema com ponto quântico + gás de portadores
+ manganês, com 1 nível no gás de elétrons e configuração inicial de spin dada por
Mz + Je,z = 1/2 e Jh,z = −3/2.
Figura 4.15: i)Espectro de emissão para um sistema com ponto quântico + gás de por-
tadores + manganês, com 1 nível no gás de elétrons e configuração inicial de spin dada
por Mz + Je,z = 1/2 e Jh,z = −3/2, quando a ocupação dos estados antes da emissão é
apenas para o estado fundamental. ii)Associação das transições do estado fundamental do
sistema, antes da emissão óptica, para os estados finais a,b,c e d - após a emissão óptica
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Observando os estados finais (figura 4.14) vemos que o estado fundamental e o primeiro
estado excitado trocam o sinal das configurações em que o estado de spin do manganês
é 1/2. O mesmo ocorre quando comparamos o segundo e o terceiro estado excitado.
Agora se compararmos o estado fundamental e o segundo estado excitado, essa troca
de sinal ocorre para as configurações em que o elétron está situado no gás, e o mesmo
ocorre quando olhamos o primeiro estado excitado em comparação com o terceiro estado
excitado. É possível então interpretar a diferença de energia entre os picos em função do
acoplamento e da interação com o manganês. Esses valores são dados na figura 4.16.
Figura 4.16: Relações da diferença entre picos de emissão, para um espectro de emissão
de um sistema com ponto quântico + gás de portadores + manganês, com 1 nível no gás
de elétrons e configuração inicial de spin dada por Mz +Je,z = 1/2 e Jh,z = −3/2, quando
a ocupação inicial dos estados antes da emissão é apenas para o estado fundamental.
Fazemos de maneira análoga essa análise, para quando a ocupação inicial é apenas
o primeiro estado excitado, segundo estado excitado, e assim por diante, e conseguimos
perceber que a diferença entre picos consecutivos, para o espectro onde a ocupação inicial
é igual para todos estados iniciais 4.11, é de 32JeMn.
Se agora, ao invés de olharmos para um sistema com Mz + Je,z = 1/2, olharmos para
o espectro de emissão de um sistema que possua todas configurações iniciais e finais,
dadas pelas figuras 4.6 e 4.7, obtemos a figura 4.17. Consideramos uma probabilidade
de ocupação igual (Pi = 1) para todos os estados iniciais e os seguintes parâmetros:
Uee = 5.0, Ueh = 5.0, JeMn = −0.1, JhMn = 0.4, h = 1.0, δ0 = 0.3 and ∆εp = 0.0.
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Figura 4.17: Espectro de emissão para um sistema com ponto quântico + gás de porta-
dores + manganês, com 1 nível no gás de elétrons, quando a ocupação dos estados antes
da emissão é a mesma para todos estados.
4.9 3 Níveis para o Gás de Portadores
Calcularemos agora o espectro de emissão para o caso em que há 3 níveis energéticos
no gás de elétrons, discretizados através da cadeia de Wilson, que é mostrada na seção
3.3.3. Para esse caso procederemos da mesma maneira que na seção anterior. As confi-
gurações iniciais, antes da emissão, são configurações com 4 elétrons, um buraco e o íon
de manganês. E as configurações finais, após a emissão do fóton, possuem 3 elétrons e o
íon de manganês. Da mesma forma que antes, a Hamiltoniana conserva a soma de spin
Mz +Je,z. Para essa soma sendo = 1/2, o espectro de emissão, com uma temperatura que
leva a Pi = 1 para todos os estados iniciais, é mostrada na figura 4.18. Os parâmetros uti-
lizados são os mesmos da seção anterior: Uee = 5.0, Ueh = 5.0, JeMn = −0.1, JhMn = 0.4,
h = 1.0, δ0 = 0.3 and ∆εp = 0.0.
O resultado da figura 4.18 deve ser comparado com o da figura 4.11 onde temos
apenas um nível no contínuo. Embora uma análise detalhada seja difícil, observamos
uma estrutura com um envelope na emissão aproximadamente similar, com uma região
de maior emissão não-centralizada e emissões secundárias integradas em maior intensidade
a baixas energias.
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Figura 4.18: Espectro de emissão para um sistema com ponto quântico + gás de porta-
dores + manganês, com 3 níveis no gás de elétrons e configuração inicial de spin dada
por Mz + Je,z = 1/2 e Jh,z = −3/2, quando a ocupação dos estados antes da emissão é a




Nessa dissertação fizemos uma introdução básica sobre os conceitos de heteroestru-
turas semicondutoras e sobre como tratar o problema de poços quânticos semicondu-
tores dopados modularmente, a fim de obter o perfil de potencial para uma estrutura
GaAs/In0.27Ga0.73As/Al0.3Ga0.7As dopada modularmente. Nesse caso observamos que
os elétrons provenientes da dopagem modulada são transferidos para o poço quântico,
formando um gás bidimensional de elétrons no poço. Além do perfil de potencial obtive-
mos também o nível fundamental do poço, ocupado pelos elétrons ionizados da dopagem,
e o nível de Fermi da heteroestrutura.
A seguir introduzimos uma concentração de pontos quânticos auto-organizados de
InAs em nossa amostra. Uma breve descrição sobre a fabricação de pontos quânticos auto-
organizados é feita. Calculamos na sequência os níveis energéticos dos pontos quânticos,
e de maneira análoga obtivemos o perfil de potencial para esse sistema. Um dos efeitos
observados nessa situação experimental é a redistribuição dos elétrons ionizados, que
deixaram de ocupar o estado do poço e passaram a ocupar também os estados do ponto
quântico. A ocupação do ponto quântico foi calculada e mostramos que cada ponto
quântico é ocupado apenas por um elétron, tal fator decorre do nível de Fermi no sistema
e da interação coulombiana no ponto quântico, interação que é maior do que a diferença
de energia entre o nível de Fermi e o nível ocupado do ponto quântico. Essa configuração
permite encontrar os parâmetros das amostras para análise do sistema.
Na sequência do trabalho concentramos o estudo nas propriedades ópticas de pontos
quânticos acoplados com gás de portadores. O método que utilizamos para fazermos
cálculos numéricos dos espectros de absorção e emissão do ponto quântico foi discretizar
o contínuo de energias do gás de elétrons. Mostramos três tipos de discretização, a
discretização por níveis igualmente espaçado, a discretização através da cadeia linear
tight-binding e a discretização através da cadeia de Wilson. Utilizando a cadeia de Wilson
calculamos espectros de absorção para sistemas com 1 e 3 níveis energéticos no gás.
Por fim adicionamos um íon de manganês no centro do ponto quântico. Começamos
estudando a influência desse íon no espectro de emissão do ponto quântico (isolado do gás),
descrevendo brevemente os éxcitons e sua interação de troca. Posteriormente acoplamos
o ponto quântico com um gás de elétrons e observarmos o seu espectro de emissão. Os
nossos resultados permitem comparação com resultados experimentais a partir de poucos
parâmetros efetivos. Esses podem ser obtidos de cálculos auto-consistentes, como na
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primeira parte do trabalho, e/ou extraídos de comparação com resultados experimentais.
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Apêndice A
Solução da Equação de Schrödinger
pelo Método de Diferenças Finitas


















ψ(z) = Eψ(z) (A.1)
Para isso, vamos confinar nosso sistema num poço de paredes de potencial infinito e
de largura muito maior do que as dimensões do sistema que estamos interessados. Feito
isso, discretizamos o espaço, ou seja, ao invés de tratar z como uma variável contínua,
vamos tratá-la como uma variável discreta. Dessa forma, podemos fazer:
∂ψ(z)
∂z
≈ ψ′(i) = ψ(i+ 1)− ψ(i)∆z (A.2)
∆z é a distância entre os pontos do espaço discretizado, ou seja, zi+1 − zi. A derivada de






ψ(i+ 2) + ψ(i)− 2ψ(i+ 1)
∆z2 (A.3)
Se z é um conjunto de n pontos do espaço e calculamos A.1 nesses pontos, temos o
seguinte conjunto de equações lineares acopladas:




∆z2ψ0 = E ψ1




∆z2ψ1 = E ψ2... ...




∆z2ψn−1 = E ψn
, (A.4)




∆z2 + VB1i + VB2i − eυHi
De acordo com as condições de contorno do problema, ou seja, a função de onda deve
ser zero nas paredes do poço de potencial infinito, temos que ψ0 = ψn+1 = 0. Então,
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escrevendo A.4 na forma matricial, temos:

2Ω1 − h¯22m∗ 1∆z2 0 0 · · · 0




∆z2 0 · · · 0




∆z2 · · · 0... ... ... ... ... ...



























Ou seja, temos um problema de autovalor/autovetor. Como estamos interessado ape-
nas no estado fundamental, encontrar a função de onda é calcular o autovetor associado
ao menor autovalor da equação acima, mais explicitamente, cada elemento do autovetor
é o valor da função de onda num determinado ponto i.














∆z2 + VB2 − eυHi se i×∆z > L2
(A.6)
onde L é a largura do poço confinador e i é o i-ésimo ponto do espaço discretizado.
Em nosso caso, usamos um poço confinador de 15 nm e discretizamos o espaço em
1000 pontos. Portanto, o problema de se encontrar ψ(z) se resolve com a diagonalização
de uma matriz 1000× 1000. Como só o estado fundamental está ocupado, basta calcular
o menor autovalor e seu respectivo autovetor para que o problema esteja solucionado.
Optamos pela subrotina DSYEV da biblioteca do Lapack para Fortran 77, para efetuar
a diagonalização.
